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(Eingelangt am 25. Febr. 19d6. Vorgdegt in der Sitzung am 7. Mgrz 1946.) 

Durch die Untersuchungen yon Zernike und Prin82 sowie Debye und 
Menke a ist der Weg gewiesen worden, wie man aus dem RSntgenbengungs- 
bild eine Abstandsstatist ik der Atome eines amorphen K5rpers (Flfissig- 
keit  oder amorpher FestkSrper) erha]ten kann. Die in Abb. 1 a darge- 
stellte, einer Arbe i t  von Debye und Men]~e ~ entnommene Abstands-  
statistik ffir flfissiges Quecksilber bedeutet das Folgende. Man verlegt 
den Ursprung eines Koordiuatensystems in den Mittelpunkt eines Atoms 
und registriert die Abstande, welehe die Mittelpunkte der umgebenden 
Atome von diesem Ursprung haben. Die Registrierung wird fiber l~ngere 
Zeit erstreckt, so dal~ eine Statistik aller in der Flfissigkeit vorkommenden 
Abstande yon Atommit te lpunkten untereinander e rha l t en  wird. In  
Abb. 1 a sind nun gegen diese Absti~nde die zugehSrigen ,,Hi~ufigkeiten" 
aufgetragen. Sie sind einfaeh definiert als die Wahrseheinlichkeit, bei 
den betreffenden Abst~nden vom Mittelpunkt eines Atoms in der Volums- 
einheit den Mittelpunkt eines anderen Atoms anzutreffen. Einheit ist da- 
bei die Wahrscheinlichkeit in gro•er Entfernung vom Ursprung. Die Lage 
des ersten Maximums die,~er Kurve gibt die mittlere Entfernung der Nach- 
barn der ersten Sph/~re an. Die Abstandsstatistik zeigt aber auch bei grSi~e- 
ren Entfernungen Maxima und Minima, was auf das Vorliegen einer ,,quasi 
kristallinen" S t ruk tur  zurfickzuffihren i s t .  Diese kommt  dadureh zu- 
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stande, dab eine ziemlich dichte Packung vorliegt und ffir die Anordnung 
vor ahem die Raumerffillung maBgebend ist. DebTe gibt zur Veranschau- 
lichung folgenden Versuch an: mah ffillt~eine Schachtel in einfacher Lage 
ziemlich dicht mit Kugeln aus, bezeichnet zwei der Kugeln, miBt deren 
Abstand, schfittelt, mil3t wieder den Abstand und so fort. Die auf Grund 

Abb. 1. a) Abstandstat is t ik in 
flfissigem Quecksilber nach D e b y e  

nnd M e n k e .  - -  Die weiteren Kur-  
yen sind theoretisch unter  Zu- 
grundelegung der folgenden 
Kugelpaekungen bereehnet:  b) 
hexagonal  dichteste, c) kubisch 
dichteste, d) kubisch raumzen- 
trierte, e ) e i n f a e h  kubische, f) 

tetraedrische. 

sehr zahlreicher solcher Messungen sich er- 
gebende  Abstandsstatistik hat eine sehr ~hn- 
liche Form wie die Kurve in Abb. la ,  woraus 
erhellt, dab das Typische an dieser Kurve 
durch die verh~ltnismi~Big dichte Packung 
und damit die ,,quasi kristalline" Anordnung 
erkli~rt werden kann. 

Es ist richtig, wenn Debye und andere 
Autoren betonen, dab diese Kurve erschSpfend 
fiber die Absts in der Flfissigkeit Auskunft 
gibt; es ist aber ebenso sicher, dab man mit  
der Kurve noch kein genaues Modell ffir die 
Fliissigkei t gewonnen hat, denn das Ziel der 
Strukturermittlung einer Flfissigkeit ist erst 
erreicht, wenn man ein r~umliches Modell in 
solcher Weise angeben kann, d a ] e s  seinerseits 
eine quantitative Ableitung der Abstand-  
statistik, eventuell unter Zuhilfenahme eines 
experimentellen Parameters, erm5glicht. 

Der Verfasser hat  nun im Jahre 1933 eine 
derartige Deutung der Debye-MenIceschen 
Kurve in Abb. l a versucht, 4 indem er das 
folgende Postulat fiir alas Zustandekommen 
yon Strukturen einatomiger Flfissigkeiten vor- 
anstellte: man geht yon einer hochsymmetri- 
schen Kugelpackung aus (hexagonal dichteste, 
kubisch dichteste, kubisch raumzentrierte, 
einfach kubisehe oder tetraedrische) und fiihrt 
nun eine ,, VerwacIdung" des Kristallgitters 

in der Weise durch, dab man jedem Atom relativ zu seinen Nachbarn 
eine Verschiebung in willkfirlicher Richtung und you bestimmter mitt- 
lerer GrSBe erteilt. 

Es sei auf den in diesem Postulat enthaltenen grundsi~tzlichen Unter- 
schied gegenfiber der durch ein Schwingen yon Kristallgitterbausteinen 
bedingten Verwacklung hingewiesen. Beim Kris ta l l  erfahren die Gitter- 
bausteine durch die Wi~rmeschwingungen wohl auch eine Verriickung. 

O. Kratky, Physik. Z. 84, 482 (1933). 
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Diese erfolgt aber relativ zu den Ruhelagen und diese Ruhelagen bilden 
unter sich ein exaktes Kristallgitter. Das bedeutet: wenn wir die ls 
einer Gittergeraden angeordneten Teilchen betrachten und naeh der 
relativen Gesamtverschiebung zweier Atome fragen, so kann diese h6eh- 
stens die doppelte Sehwiugungs~mplitude der beiden Teilchen betragen, 
das heigt, die relative Versehiebung zweier sehr entfernter Atome ist yon 
der gleiehen Gr6Benordnung wie die relative Versehiebung zweier ein- 
ander sehr naher Teilehen. 

Vollkommen anders ist das nach dem gegebenen Postulat bei der 
Fliissigkeit. Wir betraehten wieder einige Atome, die zun~chst in ihren 
durch das ideale Kristallgitter gegebenen Ruhelagen M1, M2, Ma sitzen 
m6gen (Abb. 2). Der Ursprung des Koordinatensystems, yon dem aus 
die Lagen der Atome besehrieben 
werden sollen, liege im Mittelpunkt 
des Atoms 1. Das Atom 2 sell nun 
relativ zu seinen Nachbarn, also aueh 
relativ zu Atom 1, um einen bestimm- 
ten mitt]eren Betrag versehoben 
werden, was durch den Vektor D1 
angedeute~ sei. Solange das Atom 3 

3 2 / 

Abb. 2. g u t  Verwaeldung der Atome re la t iv  zu 
�9 ihren Naehbarn.  

relativ zum Atom 2 keine Versehiebung seiner Lage erf~hrt, muf~ es die 
durch den Vektor ~1 gegebene Bewegung mitmachen, also in gleicher 
Richtung und um den gleichen Betrag versehoben werden. Erfolgt 
nun eine Verschiebung des Atoms 3 relativ zu seinen Nachbarn, also 
auch relativ zum Atom 2, so kommt noeh ein zweiter Verschiebungs- 
vektor ~ yon gleicher mittlerer Gr6Be hinzu und die resultierende 
Verschiebung des Atoms 3 relativ zum Atom 1 ist dann durch den 
Summenvektor t~ a gegeben. Bei Fortsetzung dieser Uberlegung ergibt 
sieh, dab das (nq~ 1) te Atom in bezug auf ein im Atom 1 festes Koordinaten- 
system eine Verschiebung erf/~hrt, die sieh aus n Einzelversehiebungen 
vektoriell zusammensetzt. Die Bewegung des (~ q-1) tea A toms  aus 
seiner l~uhelage zu seiner L a g e  bei mittlerer Verschiebung ergibt sieh 
also nach den gleichen Prinzipien wie man den Abstand eines eine regel- 
lose Zickzackbahn beschreibenden Tei!ehens yon seinem Ausgangs- 
punkt  berechnet. Bekarmtlich ist in diesem Falle die Wurzel aus dem 

mittleren Abstandsquadrat / ~ - g e g e b e n  durch das Produkt aus der 
Gr61~e a des einzelnen Sehrittes und der Wurzel aus der Zahl n der Schritte : 

In  der erw~hnten Arbeit des Verfassers 4 wurde nun in dieser Weise 
eine Verwaeklung der angeftihrten ftinf Kugelpackungen durchgefiihrt. 
Die Streuung des jeweiligen ,,Atoms 2" um seine Ruhelage kann, wie 

:~[onatshefte ftir  Ohemie. Bd. 76/3--5.  21 
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dort gezeigt wurde, aus der Form des ersten Maximums der experimen- 
tellen Abstandstatistik entnommen werden und aui diese Streuung 
wird die angegebene Betrachtung angewendet. Wenn es nicht auf grol~e 
Genauigkeit ankommt, kann man sich damit begniigen, die Streuung 
des Atoms 2 dureh ein gleichsehenkeliges Dreieck darzustellen, d. h. eine 
lineare Abnahme der Verweilswahrscheinlichkeit mi t  der Entfernung 
aus der Ruhelage annehmen. Die Verwaeklung einer Kugelpackung geht 
in diesem vereinfachten Fall folgendermal3en vor sich. Man bestimmt 
zun/~chst die GrSf~e der Abst/~nde, die in der nieht verwackelten Packung 

~oo vorkommen. Abb. 3 zeigt das 

#0 

J 
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i b b .  8. i b s t ands ta t i s t ik  bei hexagonal  dichtester 
Packung.  

Ergebnis fiir die hexagonale 
dichteste Packung. Die Abszis- 
sen r der eingezeiehneten Ordi- 
naten stellen die Radien der 
aufein~nderfolgenden Sch~len 
dar, gemessen mit dem Radius 
der ersten. Schale, die Lingen 
der Ordinaten die Anzahl z der 
Kugeln in einer Schale. Jede 
dieser OrdinatenhShen ist, um 
auf die Hiufigkeit  in der Vo- 

lumseinheit zu kommen, dureh r e, das Quadrat des Abstandes vom 
Ursprung zu dividieren and fiir jed e der so erhaltenen Ordinaten 
ist nun ein Dreieck zu setzen. Seine Mittellinie f i l l t  mit der Ordinate 
zusammen, seine F1/~che ist proportional der OrdinatenhShe, seine Breite 
proportional der Wurzel aus dem Abstand v0m Zentrum. Die Super- 
position aller dieser Dreieeke liefert dann eine theoretische Abstands- 
statistik. Wenn eine so erhaltene Kurve mit der experimentellen Ab- 
standsstatistik fibereinstimmt, so bedeutet das also erstens, dab der der 
Verwacklung zugrunde liegende Gittertyp realisiert ist und zweitens 
das Postulat yon der Verwaeklung relativ zu den Naehbarn tatsiehlich 
erfiitlt ist. 

Abb. 1 b bis f (entnommen aus de r gleiehen Arbeit des Verfassers ~) 
zeigt das Ergebnis der Verwaeklung fiir die fiinf hochsymmetrischen 
Kugelpackungen. Die resultierenden Kurvenformen sind so versehieden, 
dab eine Unterscheidung der Gittertypen sehr wohl mSglieh ist. Im 
Falle des fliissigen Quecksilbers hat te  die hexagonaI dichteste Packung 
am besten zur experimentellen Kurve gepaBt, weshalb angenommen 
wurde, dab dor t vorwiegend dieser Packungstyp vorliegt. Ftir gewisse 
kleine Unstimmigkeiten sind vermutlieh Ms in den Experimenten 
verantwortlieh zu machen. 

Die Forscher, die Abstandstatistiken an Fliissigkeiten naeh dem 
yon Zernike, Prins und  Debye gegebenen Weg ausgereehnet haben, 
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begniig~en sich mit  der Wiedergabe der Abstandstatistiken, ohne eine 
modellm~Bige Deutung zu versuchen. Es wurde h6chstens aus dem 
Abstand des ersten Maximums yon der Mitre die Koordinationszahl 
berechnet. 

In  ein.er kiirzlich erschienenen interessanten Arbeit haben Gelling 
und Gloclcer 1 Abstandstat ist iken yon Aluminiumhydroxydgelen mit- 
geteflt. Wenn auch die V0r~ussetzungen ffir die Anwendung der Be~ 
rechnungsweise von Zernike:Prins bzw. Debye-Menke nicht streng er- 
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Abb. 4, U n t e r e  K u r v e n :  Exper imente l l e  Abs t andss t a t i s t i k  naeh Gelling und  Glocker in  Alumin ium-  
hydroxydgelen,  und  zwar  a) a-  Gel I I  u. b) 6- Gel I gepregt .  - -  O b e r e K u r v e n :  Theoret isehe  Abstands-  
s t a t i s t iken  a) f i i r  hexagonal  d ichtes te  nnd  b) f t i r  kubisch  dichtes te  Packung ,  beide en tnommen  aus 

Abb.  1 und  d a m i t  der  Unte r snchung  yon 1933 ~. 

ffiltt sind (es handelt  sich nieh~ um einatomige Systeme), so werden 
die mi~geteilten Knrven wegen des nicht so sehr stark verschiedenen 
StreuvermSgens der Aluminium- und Sauerstoffatome doch recht weit- 
gehend einer Statistik aller zwischen den Atommi~telpunkten vorkommen- 
den Abst~nde ohne Unterscheidung der Atomsorte en~sprechen und es 
schien nun reizvoll nachzusehen, ob sioh diese S~a~istiken in die veto 
Verfasser vorausberechne~en Xurven~ypen einfiigen. Schon bei grober 
Betrachtung erkenn~ mgn, dgl~ die Geiling-Gloc/~essche Kurve in Abb. 4a  
(unten) einen sehr ahnlichen Verlauf zeigt ~de die theoretische Kurve  
fiir hexagonal dichteste Packung in Abb. 4 a  @ben), w~hrend die Geiling- 
Glockersche Kurve in Abb. 4b (unten) der Kurve  far  kubisch dich~este 
Packung in Abb. 4b (oben) entspricht. Die ~heoretischen Xurven ent- 
s tammen der Abb. 1 und damit  der Arbeit des Verfassers aus dem Jahre  

21" 
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1933. Sie sind lediglieh im Abszissen- und OrdinatenmaBstab den Geiling- 
Glockersehen Kurven angepaJ3t. 

Urn nun die Priifung noeh e twas sch/~rfer zu gestalten, wurden die 
theoretisehen Kurven neu bereehnet, wobei die Streuung in der ersten 
Sph/~re (Breite des ersten Maximums) aus dem Experiment,  das  heiBt 
den yon Geiling und Glocker angegebenen Kurven entnommen wurde. 
Wie die Gegeniiberstellung in Abb. 5 zeigt, k a n n  nunmehr die Uber- 
einstimmung zwisehen den experimentellen und berechneten Kurven 
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Abb. 5. U n t e r e  K u r v e n :  ]~xperimente]le Abstandsstatisttk nach Geiling und Glockvr in Aluminium- 
hydroxydgelen, und zwar a) ~=GelII und b) a-Gel I gepreBt. Obere  K u r v e n :  Theoretische Abstands- 
statistiken a) ftir hexagonal dichteste und b) ftir kubisch dichteste Packung, beide neu berechnet, 
unter Zugrundelegung der aus den experimentellen Statistiken entnommenen Breifen des ersten 

~aximums.  

als reeht gut getten. Man sieht insbesondere, dab jetzt  aueh die Ver- 
h~ltnisse der zu den Maxima u n d  Minima gehSrenden Ordinationswerte 
ziemlieh gut herauskommen. 

Die Bedeutung einer solehen Verifizierung der theoretisehen Kurven 
seheint uns, wie Iloeh einmal hervorgehoben sei, in delr, d~mit erbraehten 
Nachweis zu liegen, dab man zu einer richtigen Lagenstatfst ik in der 
Ftiissigkeit kommt,  wenn man die Verwaeklung jedes Atoms relativ 
zu seinen Naehbarn und nieht, wie es dem wgrmesehwingenden Kristall 
entsprieht, relativ zu festen Gitterlagen durehfiihrt. Wghrend also die 
Gittergerade im Kristall immer eine Gerade bleibt aus der sieh die Atome 
im allgemeinen nieht um mehr als die Sehwingungsamplitude heraus- 
bewegen, ist in der Fliissigkeit aus ~ der , ,Gittergeraden" eine irgendwie 
verkri immte Linie geworden, ohne dal3 deshalb die Sehwingungsamplitude 
des einzelnen Atoms wesentlieh gr6J]er z u  sein braueht als im Krista]l. 
In  der rltissigkeit orientieren sieh die Teilehen nur relativ zu ihren 
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Nachbarn, weshalb sieh die Orientierungsfehler beim Fortsehreiten in 
einer l~eihe addieren. Bcim Kristall hingegen ist eine durchgchende 
Richtlinie vorgegeben, an die die Atome bis auf die kleinen Schwingungs- 
amplituden gebunden sind. Die Frage, ob es  demnach einen kontinuier- 
l ichen Ubergang zwischen Kristall und Fliissigkeit gibt, ist zu verneinen, 
denn, wenn in der Flfissigkeit die Verwacklung relativ zu den Iqaehbarn 
auch nur gering ist (dichte Packung kugelfSrmiger Atome, tiefe Tem- 
peratur), so wird beim Durchschreiten einer genfigend langen Reihe die 
Addition der kleinen Abweichungen yon der idealen Lage doch dazu 
fiihren, dab die , ,Gittergeraden" verbogen sind. Mit der Giite der Packung 
kann sich h5chstens der mittlere Krfimmungsradius ~ndern. - -  Es scheint, 
dab diese Auffassung erstmals in'der genannten Arbeit ~us dem J~hre 1933 
mit Klgrheit agsgesprochen und verifiziert wurde. 

Im einzelnen Fall hat man dann dutch den Vergleich der experimen- 
tellen mit den theoretischen Kurven die Frage der Existenz eines vor- 
gegebenen Gittertyps zu prfifen. Insofern ist die Anwendung dieser Vor- 
stellung nicht nur fiir das grunds~tzliche Problem veto Bauder Fliissig- 
keiten yon Bedeutung, sondern auch fiir die spezielle Frage der Anord- 
nung i~n Einzelfall. Die z. ]~. in der vorliegenden Untersuehung gewonnene 
Erkenntnis einer hexagonal- bzw. kubisch-diehtesten Anordnung, welche 
jedenfalls die Elektronenverteilung und wohl auch recht gen/~hert die 
Atomanordnung (Alumi.nium- und Sauerstoffatome) in den beiden 
Aluminiumhydroxydgelen betrifft, wird ffir die Weiterffihrung der 
Strukturdiskussion, wie sic Geiling und Gloc~er in Angriff genommen 
haben, yon Bedeutung sein. 

Zusammemassung. 
Zernil~e und Prin8 sowie Debye und Menke haben gezeigt, wie m~n 

aus dem t~5ntgenbeugungsbild eines einatomigen amorphen K6rpers 
(Fliissigkeit oder amorpher .Festk6rper)eine Abstandsstatistik der Atome 
erhalten kann. In einer Untersuehung des Veffassers aus dem Jahre 1933 
wurde eine modellm~l~ige Deutung der Debye-Menlcesehen Abstands-  
stat ist ik ffir flfissiges Quecksilber unter Zugrundelegung eines Postulates 
gegeben, wonaeh die Atomanordnung in der Fliissigkeit aus der eines 
Kristallgitters in der Weise hergeleitet werden kann, dal~ man jedem Atom 
relativ zu seinen Nachbarn eine Verschiebung yon bestimmter mittlerer 
GrSl~e erteilt. Dadurch werden Gittergeraden zu irgendwie verkriimmten 
Linien, zum Unterschied veto w&rmeschwingenden Kristall, we die 
Teilchen relativ zu den untereinander ein exaktes Kristallgitter bildenden 
Ruhelagen schwingen. Die relative Verschiebung zweier Teilchen 
w~chst so in der Fliissigkeit mit der Entfernung, w/~hrend sic im 
Kristall fiber die doppelte Schwingungsamplitude nieht hinauugeht. 
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Abstandsstatistiken, die neuerdings yon Geiling und Glocker fiir zwei 
Typen yon Aluminiumhydroxydgelen aufgestellt wurden, konnten in 
~naloger Weise ~ls verw~ckelte, hexagonal dichteste und kubisch dichteste 
P~ckung gedeutet werden. Es ist damit das Zutreffen des eing~ngs 
gegebenen Postula%es iiber das Wesen der ,,quasi kristallinen" Flfissig- 
keitsstruktur neuerlich unter Beweis gesteIlt und zugleich ein Weg 
gewiesen, den speziellen, einer einfachen Fliissigkeit bzw. einem einfachen 
amorphen K6rper zugrunde liegenden ,,Gittertypus" aufzukl~ren. 


